SISTEMAS DE MUITOS CORPOS
Curso de Engenharia Fisica Tecnolégica
Série 4

1. Mostre as seguintes relagoes:

_1
GA+B _ ,ALB,~5[AB]

se se verificar
[[A, B], A] = [[A, B], B] = 0
b)
D7(B)D(a) = D(a — f)ez*"*="?)
Tr(D~'(B8)D(a)) = 7d*(a — B)
em q)ue 2(a—p) =d(a, — B.)0(ci — )

)\aTa —. e()\fl)aTa .

Tome o limite A — 0 desta expressao.
d)
a'f(N) = f(N = 1)a!

af(N—1) = f(N)a

2. Mostre os seguintes resultados em que |o > é um estado coerente
a)

d2
[ =L < alDm)lB >< 1D )l >=< ald >< |6 >

Verifique que
L/
f(Oé)Z/?e T f(n).
b)



TrEC) = / i, (ED()) Tr (D7 (n)C)

™

3. A funcao de Wigner para um sistema num estado puro é definida por

p(z,p) = /dyw (rv + %) (Ch (x - %) e R,
a) Mostre que
[ o) = ()P

[ ol p)de = [v(p)

b) Mostre que a definigdo dada é equivalente a

dx'dp’

—F(@'p—p'x) 500
%he o)

p(r,p) =

pla',p) = Tre” =m0

em que a matriz densidade é p = |1 >< 1| o que corresponde a defini¢ao em
mecanica classica

p(x,p) =< d(z — x(t))2r0(p — p(t)) >

4. Usando os resultados dos dois problemas anteriores obtenha

a) a fungdo de Wigner do produto de dois operadores sabendo a funcao
de Wigner desses dois operadores,

b) obtenha o trago de um operador sabendo a fungao de Wigner desse
operador.

5. Demonstre as seguintes identidades, validas para dois operadores
quaisquer A e B:



B(\) = eMBe ™

— B+/0Ad)\’[A,B(X)]

= B+ MA B+ ;—T[A, [A, B]] + A—3[A, [A A, B]]] +---

A ’ !
[B,e M = / d)\/e—()\f)\)A[A’ BleV4
0
Como exemplo, calcule

[J., e %] = FaJie */*

. ~ . _a.2
6. Considere uma funcao de onda Gaussiana 1(z) = e~ 2% T**¢ sendo a,

b, ¢ constantes complexas, com Ra > 0.

a) Qual é a condigao de normalizagao da fungao de onda?

b) Calcule <z > e <p >.

¢) Verifique que (p— < p >)¢ e (x— < z >)1 s@o proporcionais. Calcule
a constante de proporcionalidade.

d) Calcule Az e Ap. Quando é a relacao de incerteza de Heisenberg
minimizada?

e) Verifique que a fungao de onda se pode reescrever na forma

¢($) _ (%)i 6—%($—<$>)2+%<p>a:+id
0

em que a, = Ra e d é uma nova constante real. Interprete esta expressao
para a fungao de onda.

7. Considere um oscilador harmoénico, cuja funcao de onda no instante
de tempo inicial ¢t = ¢; é dada por uma funcdo de onda gaussiana ¥(x) =
e~ g7 tbrte gendo a, b, ¢ constantes complexas, com Ra > 0, ou, equivalen-
temente, dada por

1
w(x) — (%) 4 6*‘21(x7<x>)2+%<p>xf%<p><x>+id
T
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em que d = ¢ + %bi < x >, esendo < x >,< p > o valor expectavel
dos operadores x,p respectivamente As flutuagoes destes operadores sao
dadas por (Az)? = 2 e (Ap)? = U ‘a| . A funcdo de onda vai evoluir no
tempo continuando a ser gaussiana (p01s o elemento de matriz do operador
de evolugao é gaussiano, por exemplo).

a) Verifique que esta funcao ¢é solucao da equagao de Schrodinger e deter-
mine as equagoes de evolucao dos parametros a, b, c.

b) Particularize para uma particula livre, fazendo a frequéncia do os-
cilador harmoénico wy = 0. Obtenha a expressao de a em funcao do tempo, e
obtenha (Az)? e (Ap)? em fungao do tempo, mostrando o espalhamento da
funcao de onda.

. L . N T _ o p
c) Passe a considerar varidveis adimensionais X = ,/**z, P NG
bem como u = L—a,v = /-2-b. Mostre que (Az)?, (AP)? oscilam no
mwo mwo .
tempo com uma frequenma 2wq, mantendo a sua soma constante. Determine
(Az)*(AP)%.

d) Verifique que < X >, < P > satisfazem as equagoes cléssicas de movi-
mento

<X >=<P>

<P>=—-<X>

sendo a derivagao em ordem a wyt.

e) Verifique que a equagao de evolugao para ¢, é automaticamente satis-

b2 . ~ 2’
or ), pois a norma da fungao de onda é conser-
e

1
feita por e = (%’“) *exp(—
vada.
f) Obtenha a equagao de evolugao da fase d;.
g) Compare os resultados obtidos com os encontrados no caso de um
estado coerente.

8. Considere o estado |0 >, de um oscilador harmonico a uma dimensao
representado pela funcao de onda

1 X2

Ua(z) =< 2|0 > = ——e =

(mA)a
em que X é a coordenada adimensional. Calcule a sua projecgao < «|0 >

sobre o estado coerente |a > e mostre que aquele estado pode ser obtido a
partir do estado fundamental pela seguinte expressao:
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1 I1X—1
0 - Y 7 P 0>.
05 %mﬁﬁ)(g“l(a))‘

A funcao de onda do estado coerente | > é dada por:

Yo(2) =< zjae >=

X? 1 9 9
exp —7+\/§aX—§(\a] +a?) ).

()

9. Dada a matriz densidade e Phwoata 4 conjunto canonico, em que
Z = TT@‘ﬁth“T“, obtenha

a) o elemento de matriz entre estados coerentes (representacao holo-
morfa), correspondente ao ordenamento normal,

b) o representante diagonal, correspondente ao ordenamento anti-normal,

c) a funcdo de Wigner (expressa nas variaveis a e a*), correspondente ao

ordenamento simétrico.

10. Obtenha a equagao de movimento do operador de evolugao (ou a
equacao de Schrédinger) na representacao holomorfa. Particularize para o
oscilador harmonico e verifique que a expressao anteriormente obtida para o
elemento de matriz do operador de evolucao satisfaz esta equacao.

11. a) Considere uma funcao f(x,p) definida no espago de fase. Defina a
sua transformada de Fourier
x dxdp _inr o
f(x/’p/> = yefl(xp —px )f(x’p)
T

Reescreva esta dupla transformada de Fourier, se fizermos as mudangas
de varidvel o = %(.I +ip),a* = %(.T —ip). Escreva também a expressao da
transformacao inversa.

b) Obtenha a fungao de Dirac para uma varidvel de Grassmann. Dé uma
forma exponencial a essa funcao. Defina transformada de Fourier para uma
funcao de uma variavel de Grassmann. Obtenha expressoes idénticas as da
alinea anterior para o caso de uma fungao f(«, a*), no espago de fase de um

sistema fermidnico.



12. Considere um sistema fermiénico que se encontra, a temperatura
T = 0°K, num estado abaixo do nivel de Fermi. Verifique que o integral
de caminho da correctamente o elemento de matriz do operador de evolucao
livre entre o estado ocupado |1 > e este mesmo estado.



