SISTEMAS DE MUITOS CORPOS
Curso de Engenharia Fisica Tecnolégica
Série 3

1. Usando o céalculo das variacoes com fronteiras mdveis mostre que a
distancia mais curta entre duas superficies (diferencidveis) é dada por:

a) um segmento de recta,

b) que intersecta ortogonalmente cada uma das duas superficies.

2. A aproximacao WKB a funcao de onda, em ordem mais baixa, repro-
duz os resultados classicos para as densidades de probabilidade e de corrente.

a) Escreva a funcio de onda na forma (7, t) = A(Z, t)en5@) com A(Z,t)
e S(Z,t) reais, e separe a equagao de Schrodinger em parte real e parte
imaginaria.

b) Mostre que uma das equagoes assim obtidas é a equacdo da con-
tinuidade de um fluido cldssico, se definirmos p = A? e ¢ = %S e que a
outra, no limite 7 — 0, é a equacao de Hamilton-Jacobi.

¢) Tome o gradiente da equagdo de Hamilton-Jacobi e obtenha a equagao

de movimento dzv =-VV.

3. Interprete fisicamente a experiéncia de Bohm-Aharonov, usando a
formulacao da mecanica quantica nao relativista de Feynman. Verifique que
as quantidades fisicamente observaveis dependem apenas dos campos.

4. A funcgao de onda de Klein-Gordon é invariante numa transformagao
de Lorentz. As energias relativista e nao relativista de uma particula estao
relacionadas entre si por E, = mc? + E,,,.

a) Mostre que as fungoes de onda de Klein-Gordon e de Schrodinger estao
relacionadas entre si por Yxg = e 7™ ty)g.

b) A partir da lei de transformacdo do tempo numa transformacao de
Lorentz obtenha a lei de transformacao da funcao de onda de Schrodinger
numa transformacao de Galileu.

5. Usando a formulagao da mecanica quantica nao relativista de Feynman
i.e., estudando a lei de transformacao da accao, obtenha:

a) a lei de transformagao da fungdo de onda numa transformagao de
gauge, A/ = A+ VA, ¢/ = ¢ — 12
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b) a lei de transformacao da fungao de onda numa transformagao de
Galileu, # = T+ Vt, ¢/ =t.

Verifique que a equacao de Schrodinger, para uma particula nos poten-
ciais ff, ¢, ¢ invariante numa transformacao de gauge, e que a equagao de
Schrodinger, para uma particula num potencial ¢, é invariante numa trans-
formacgao de Galileu.

6. A formula de Trotter consiste na expressao

. A B\N
eATB = lim (eNeN)
N—oo

que por vezes ¢ usada como ponto de partida para a construcao do integral
de caminho.
a) Dados dois operadores A e B, mostre que

e,\(A+B) _ eAAe,\B + 0()\2)'
Mais concretamente, escrevendo
GA(A—H;’) _ eAfieABFQ()\)
mostre que
F(\) = e¥C R\

sendo F3(\) = 1 +0(A3), em que C = —[A, B]. Sugestao: calcule Fj()), ou
simplesmente expanda em série de poténcias.

b) Em aplicagdes numéricas, em que nao se chega a tomar o limite N — oo
é preferivel usar expressoes mais simétricas como, por exemplo,

PATB) = Az My 0(A%).
Mostre que esta aproximacao ¢, de facto, de ordem 3.

7. Integral de caminho e processos estocasticos.

Considere um movimento aleatério numa rede ou num espacgo a d di-
mensoes. Cada um dos passos, 7,11 — 'y = f;, de comprimento [, é uma
variavel aleatoria que pode ser, com igual probabilidade, os 2d vectores +le,,
a=1,---, d (modelo discreto) ou todos os pontos da esfera de raio [ (modelo
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continuo). A probabilidade de, no fim de n passos, se estar no ponto 7, é
dada por

P(r,n) =< (" —13,) >

sendo a média sobre as configuragoes que cada uma das varidveis aleatérias
5; pode tomar.

a) Para estarmos no ponto 7, no fim de n passos é preciso termos atingido
o ponto 77, no fim de n—1 passos, e dai passar ao ponto final no ultimo passo,
ou seja, devemos ter

P(r,n) = /ddr’P(F— 7, 1) P n —1).

Mais geralmente, para estarmos no ponto 7y, ,, no fim de n; + ny passos é
preciso termos atingido o ponto 7, no fim de n; passos, e dai passar ao ponto
final nos ultimos ny passos, ou seja, devemos ter

P(T,n; +ng) = /ddT'P(F— 7, ny)P(7, ny).

Obtenha esta propriedade a partir das definicoes dadas (propriedade
Markoffiana).

a) Qual a consequéncia desta relacdo para a transformada de Fourier
P(q,n) de P(7,n)?

b) Obtenha P(g,n) e, por inversao da transformada de Fourier, obtenha
uma expressao para P(r,n), sabendo que inicialmente se partiu do ponto 7j.

¢) Admitindo que n > 1, |r] > [, verifique que P(7,n) satisfaz assimp-
toticamente a equagao de difusao

OP(7, L)

_ 2 =
o = DVP( L)

sendo L = nl. Determine D.
d) Mostre que P(g,n) no limite n > 1, |F] > [, é dada assimptoticamente
por

Calcule P(7, L) e verifique que satisfaz a equacao diferencial da alinea ante-
rior.



e) Itere a expressao para a propriedade Markoffiana no espago de con-
figuragdo. Mostre que no limite n > 1, |¥] > [, no qual se pode usar a
expressao assimptotica para P(7, L), se obtém o integral de caminho

P(r,L) = /Dxe_% foL ds’bQ(s),

com as condigdes fronteira 7(0) = 7 e 7(L) = 7. Defina Dz usando a
aproximacao discreta do integral funcional.

8. Integral de caminho e polimeros.

Um modelo simplificado para polimeros é o modelo de articulacao livre
em que se considera um polimero como sendo uma sucessao de N mondémeros
75, de comprimento fixo [, sem qualquer restricao no modo como estao artic-
ulados. A distancia entre as extremidades do polimero é R = Sy T

Nestas condicoes a configuracao do polimero pode ser comparada a um
movimento aleatério, considerado no problema anterior.

a) Calcule a transformada de Laplace P(q, L). Mostre que

1
q? +m?

indicando a expressao de m?. Esta expressao sugere uma analogia com o
problema das transicoes de fase no qual m? oc T — Ty, ou seja m? é pro-
porcional ao desvio da temperatura do seu valor critico. Qual a variavel que
corresponde a temperatura no caso dos polimeros?

b) Nos polimeros reais, é importante considerar o chamado efeito do vol-
ume excluido que traduz o facto de o polimero nao poder passar duas vezes
pelo mesmo ponto. Como alterar o integral funcional para tomar em consid-
eracao este facto 7 A propriedade Markoffiana continua a ser valida ?

9. Integrais estocasticos de Ito e de Stratonovich. Regra de Barrow.
Partindo de

N-1
f(0) = f(a) = Z f(rs1) — flzr)
k=0
sendo xy, com k =0,1,---, N, os pontos de uma parti¢ao do intervalo [a, b],

com zy = a,xry = b, e dada, por exemplo, por x, = a+ kb’Ta mostre que, em
segunda ordem em Axy = Tjy1 — T, Se tem
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N-1 N-1

F0) = fla) = 3 F@E)A+ 5 > S @)1~ 200 (Are)?

k=0 k=0

sendo Ty = xp + Ox(zry1 — x), com 0 < 6, < 1, um ponto do intervalo
[z, Zry1). Usualmente, no limite N — oo, em que o maior Az, o< =, o

N
segundo termo tende para zero e o integral

N-1

b
"()dx = lim "(Z1)Ax
/Qf() Nﬂookz::of(k) K
nao depende do valor de 6, usado, tendo-se entao

[ £z = 10) - 0

No entanto, quando x; sdo varidveis aleatérias, tendo-se < (dx)? >~
%, como acontece no caso do integral de caminho, a segunda parcela dara
uma contribui¢ao nao nula, da forma

1 th [tr

- 1—20—/ "(z)dt

Sa-20= [ (@)
tendo admitindo que 0, = 6, independente de k.

Na definicao de It6, 8, = 0 e na de Stratonovich, 6, = % Neste ltimo
caso a regra de Barrow do célculo integral permanece valida, pois esta con-
tribuicao anula-se. Analise o integral de caminho de Feynman para uma
particula na presenca de um potencial vector, usando estes resultados.

10. A partir do integral de caminho no espaco de fase, usando as equacoes
de Dyson-Schwinger:

a) obtenha as equagoes de movimento < Z—f >=< £ > e < Z—f >=<
oV
-2 >
ozr ’

b) obtenha o comutador < [z, p] >= ih.

11. Estude as implicagoes da eq. (2.11.4) para as seguintes simetrias:
invariancia para translagoes no espaco e no tempo, invariancia para rotagoes,
invariancia numa transformacao de Galileu, de Lorentz e invariancia de gauge.

12. Verifique as egs. (2.15.8), (2.15.12).
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13. Calcule o prefactor A(ts,t;) para o oscilador harménico, usando a
propriedade de grupo da eq. (2.15.13).

14. Usando a eq. (2.6.2) e os resultados obtidos para a particula livre e
para o oscilador harmonico, obtenha ¢(x,t) para uma particula livre e para
o oscilador harmonico, admitindo que inicialmente se tinha:

a) p(r,t) = 0(x — xy) (particula localizada)

b) p(z,t) = ex?® (onda plana)
c) e~ 27 (F=20) H5pox (gaussiana)
Analise os resultados obtidos.

15. Usando a eq. (2.16.1) ou (2.16.5) e os resultados obtidos para o
oscilador harmoénico, obtenha as fungoes proprias para o oscilador harmonico.

16. Calcule K (z, 7, F) =< xf\ﬁ\xz > para a particula livre.

17. a) Derive as identidades das eqs. (2.15.42) e (2.17.16) Sugestao :
Dado um polinémio P,(x) de grau n e raizes x com k = 1,-- -, n, temos

n
Py(z) = a, [[(z — zy)
k=1
sendo a, o coeficiente em z", e portanto

mo 102

k=1

Tome como ponto de partida os polinémios Poy(z) = 22 — 1 e Py(z) =
2V — 1 e derive as referidas identidades.

b) No caso de estarmos interessados no produto infinito de uma fungao
é, em geral, preferivel usar, por razoes de convergéncia, a expressao

x

P ™ T o
P,(z) = P,(0)e™® [] <1 — —) ek
k

=1 Lk

Derive esta expressao.

18. Em Mecanica Estatistica é costume usar o modelo de Ising para
modelizar varios problemas. Considere o modelo de Ising a uma dimensao,



com interacgoes de primeiros vizinhos apenas, em que N spins de Ising i.e.
variaveis classicas o; = *1, interactuam entre si de acordo com o Hamilto-
niano:

H: _Jzo-io—i+1 —HZUZ

a) Defina a matriz de transferéncia V' de um ponto para o seu vizinho,
com elementos V; ;11 = e’ (‘]‘””i*ﬁ%(‘”“’i“)). Exprima a funcao de particao
7 = Tre P em termos da matriz de transferéncia. Considere o caso de
haver ou nao condigoes fronteira periddicas.

Este resultado ilustra a equivaléncia entre um problema quantico a d
dimensoes e um problema cléssico a d 4+ 1 dimensoes, de que a construcao do
integral de caminho é um exemplo.

b) Por diagonalizacdo da matriz de transferéncia calcule a fungao de
particao Z, a magnetizacao M = % < Y,0; > e a fungao de correlagao
Xij =< 0,05 >. Considere condigoes fronteira periddicas e faca H = 0, numa

primeira fase. Considere o limite termodinamico, N — oo.



