SISTEMAS DE MUITOS CORPOS
Curso de Engenharia Fisica Tecnolégica
Série 2

1. Escreva a equagdo de evolucao dos estados |1(t) >, dum operador
genérico A(t) e da matriz densidade j(t), nas representacdes de Schrodinger,
de Heisenberg e da interaccao. Obtenha igualmente a equacao de evolucao
da média < A >= Trﬁ(t)fl(t) e verifique a sua invariancia da representacao
usada.

2. Prove a identidade:
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em que T; é o simbolo do ordenamento cronolégico e
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¢ o Hamiltoniano da interac¢ao na representacao da interacgao.

3. Para um Hamiltoniano nao perturbado da forma

~

H = hwoa'a

sendo af, @ operadores de criacao e de destruicao de bosoes ou fermides,
obtenha os operadores d}l(t), ap(t), na representacao de Heisenberg.

4.1) Calcule a funcao de particdo e as funcdes de correlacio < a(t)a'(t') >
e < af(t)a(t) > para um sistema bosénico ou fermiénico, de um grau de
liberdade, descrito pelo Hamiltoniano

~

H = hwoa'a

e que se encontra em equilibrio termodinamico a temperatura T.
ii) Repita os célculos para T'= 0°K.

5. As funcoes de Green G, G~, G<, GF, G* (causal, “forward”, “back-
ward”, retardada e avancada) sdo definidas, para bosoes e fermides por

Gt —t)=—i<Tat)a (') >



GAt —t) = +i0(t — ') < [a(t),a ()], >

em que n = +1 para bosoes e n = —1 para fermioes e em que o produto
cronolégico inclui um sinal menos para fermioes de acordo com

Ta(t)a' (t') = 0t —tha(t)al (t') +n(t' — t)a' (t))a(t)

A média é a média termodinamica a temperatura T, definida pela matriz
densidade
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e [,], é o comutador no caso de bosdes e o anticomutador no caso de fermides.

Usando os resultados do problema anterior, calcule as fungoes indicadas
e as suas transformadas de Fourier no tempo. Considere também o caso
T=0K.

6. Considere um electrao num determinado estado acoplado a uma banda
de conducao de acordo com o Hamiltoniano

H = Qala+ Y wpblby + > (Via'by + Viibla)
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Mostre que as funcoes de Green

G(r) = — < Toa(r)a (0) >

Fi(1) = — < T,b(1)a’(0) >

satisfazem as equagoes de movimento

(a% + Q) G(r) = —d(1) — Xk: Vi (7)

(% + wk) Fi(1) = =V G(7)
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Por transformacao de Fourier resolva estas equacoes e mostre que

Glw) = ( -Q- Z‘V’“ )

W — Wi

7. As relagoes de Kramers-Kronig, traduzindo o principio da causalidade,
relacionam a parte real e a parte imaginaria da susceptibilidade de acordo
com:
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Utilize a primeira destas relagoes para calcular a parte real da susceptibili-
dade sabendo que a parte imaginaria é dada por:

a) X (w) = ad(w — wyp),

b) X! (w) = AN[f(w — w;) — O(w — wy)] com w; < wy e sendo O(w) = 0, se
w<0eflw)=1,sew>0.

c) X' (w) = Mﬁ%

8. a) Mostre que a férmula de inversao da transformada
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b) Por transformacgao de Fourier escreva estas relagdes no dominio do
tempo.

¢é dada por

9. i) Calcule a funcio de particio, a magnetizacdo < S, (t) > e as funcoes

de correlacao < Sa(t)gg(t’ ) > para um spin quantico S, em presenca de
um campo magnético constante H , e que se encontra em equilibrio ter-

modinamico a temperatura T, sendo S,, com a = 0,+1 e @ = —« as com-
ponentes esféricas do spin numa base em que o campo magnético estd na



direc¢ao do eixo dos z. Exprima o resultado em funcao da magnetizacao M
(funcao de Brillouin) e da susceptibilidade longitudinal x, = ‘gﬂg
ii) Calcule a susceptibilidade magnética, dada pela teoria da resposta

linear por xag(t —t') = £0(t —t') < 1S4 (1), S'E(t’)] >, € a sua transformada
de Fourier.

iii) Repita este cdlculo para a fungao de correlagao ordenada no tempo
< C/}Sa(t)Sﬁ(t/) >eq-

iv) Considere o limite classico, h — 0, S — oo. Verifique que se obtém a
funcao de Langevin para a magnetizacao de um spin.

10. A transformacao de Holstein-Primakoff estabelece uma correspondéncia
entre os primeiros 25 + 1 estados, n =0, ---, 25, do oscilador harmonico e os
estados de um spin S, m = =S, ---,S. Essa correspondéncia pode ser feita de
forma descendente ou ascendente, conforme se facam = S—noum=n—25.
No primeiro caso, a correspondéncia entre operadores é S =aly25—N ,
S+—\/25 NaeS,=S5—N,em que N = ala.

i) Verifique que sdo verificadas as relagoes de comutacao dos operadores
de spin

5., S4] = £5.

(5., 5] =28,
bem como a relacao
2,2 N N N 1 ~ . I «
S =S2+5+ 3:5( LS+ S5.5)+S82=5(5+1)

ii) No limite S — oo temos % — al, % — a, podendo-se tomar
S

% —lous— S, = N, conforme for mais conveniente ou interessante.

iii) Verifique que neste limite as relagoes de comutacao e a relacao atras
indicada conduzem a relagoes caracteristicas dos operadores bosonicos.

iv) Considere um spin em equilibrio termodinamico & temperatura T, na
presenca de um campo magnético H. Verifique que no limite S — oo definido
em ii) a fungdo de particao, a magnetizacao e as fungdes de correlagao do
spin quantico S tendem para quantidades andlogas do oscilador harménico.

v) Estabelega a relacdo entre os operadores de spin e os do oscilador
harménico para a correspondéncia ascendente m = n — S. Parta das ex-
pressoes usuais para a ac¢ao dos operadores Sy, S_ e S, nos estados |Sm >
e implemente esta correspondéncia.



vi) Considere o Hamiltoniano de Heisenberg

para uma cadeia de spins a uma dimensao. Reescreva o Hamiltoniano us-
ando a transformacgao de Holstein-Primakoff. Considere o limite S — oo e
obtenha a aproximacgao quadratica para o Hamiltoniano. Por transformacao
de Fourier obtenha a relacao de dispersao das ondas de spin. De que modo é
que a magnetizacao, a baixas temperaturas, tende para o valor de saturacao
(lei de Bloch)? Qual é, a baixas temperaturas, a contribuigao dos magndes
para o calor especifico?

11. Tal como se viu no problema anterior os grupos SU(2) e O(3) tendem,
no limite S — oo, para o grupo de Weyl, caracterizado pelos operadores a, a',
obedecendo a [a,a'] = 1. E um exemplo de “group contraction”. Outro
exemplo é o grupo de Lorentz que tende para o grupo de Galileu no limite
¢ — oo. Indique os geradores do grupo de Lorentz e obtenha as suas relacoes
de comutagao. Mostre que no limite ¢ — 0o se obtém o grupo de Galileu.

12. Demonstre que, se o Hamiltoniano H(t) depender de um parametro
A, se verifica:
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em que U(t,t) é o operador de evolugao relativo ao Hamiltoniano H (t).



