SISTEMAS DE MUITOS CORPOS
Curso de Engenharia Fisica Tecnolégica
Série 1

1. Demonstre as seguintes identidades, validas para quaisquer operadores:
[A, BC| = [A, B]C — B[C, A]

[A, BC] = {A, B}\C — B{C, A}

[AB,C] = A[B,C] - [C, A|B

[AB,C] = A{B,C} — {C, A}B

[AB,CD] = A[B,C]D — [C, A|BD + CA[B, D] — C[D, A|B

[AB,CD] = A{B,C}D — {C, A}BD + CA{B, D} — C{D, A} B

[AB,CD] = A[B,C|D — AC|D, B] + [A,C|DB — C|D, A|B

[AB,CD] = A{B,C}D — AC{D, B} + {A,C}DB — C{D, A}B

2. a) Duas particulas (discerniveis) podem ocupar dois estados |a >, |3 >.
Verifique que \%(\a > 6> 40> |a>)e %(]04 > |6 > —|8 > |a>) sdo
vectores proprios do operador de troca Pis.

b) Considere o caso de trés particulas (discerniveis) que podem ocupar
trés estados |a >, |3 >, |y > e discuta a classificagdo dos estados. Note que o
grupo das permutagoes nao é Abeliano (a generalizagdo para mais particulas
poderia ser feita recorrendo aos quadros de Young).

c¢) Considere o caso concreto de trés particulas com spin % acopladas entre
si, dando origem a um multipleto S = % e dois multipletos S = %

3. a) Mostre que o operador nimero N = Y, a;rsais comuta com 0s oper-

adores que tenham igual niimero de operadores de criagao e de destruigao.
b) Mostre que o operador S, comuta com os operadores que tenham igual
nimero de operadores de subida S, e de descida S_.



4. Construa explicitamente matrizes 4 X 4 que representem os operadores
de criacao e de destruicao fermiénicos ag), ag e a{, a; para dois niveis. Verifique

as relagoes de anticomutagao.

5. Considere um electrao num determinado estado, acoplado aos electroes
de uma banda de conducao, de acordo com o Hamiltoniano

H = hQala + 3" hwpblb, + Y (Vialby 4+ Viibla)
k k

Obtenha as equagoes de movimento dos operadores a(t) e bg(t). Resolva
formalmente as equagoes de movimento dos operadores by(t) da banda de
conducao e obtenha uma equagao de movimento efectiva para o operador
a(t) do electrao naquele estado. Interprete fisicamente.

6. Considere um gas de electroes a temperatura 7' = 0°K, interagindo
entre si pela forca de Coulomb, na presenga de um “background” uniforme
de carga positiva de modo a assegurar a neutralidade de carga do sistema.

Calcule a energia do sistema na aproximacao de primeira ordem no po-
tencial.

7. Considere um sistema de N particulas, que poderao ser spins .J ou
fermides com ou sem spin, com condig¢oes periédicas fronteira.

a) Quais sdao os valores possiveis do momento? Indique quais sdo as
funcoes proprias do operador das translacoes e discuta a divisao do espaco
de Hilbert em conjuntos irredutiveis.

b) Admitindo que o Hamiltoniano é invariante para translacoes e que N
ou S, também sao conservados, indique uma base conveniente de fungoes de
onda.

8. Considere um sistema de N particulas, com condi¢oes periddicas fron-
teira, que poderao ser electroes com spin com interaccoes descritas pelo
Hamiltoniano

N N
H =t Z (CL;-SCLJ'_HS + CL;-JrlSCLjS) + U Z TLjTTle
s,j=1 j=1

ou spins J com interacgoes descritas pelo Hamiltoniano de Heisenberg



N N
H:JZ j'Sj+1_ZHS;
Jj=1 Jj=1

a) Indique uma forma de enumerar os estados do sistema.

b) Esquematize (ou escreva) um programa que calcule os valores préprios
de energia e os estados do sistema, usando métodos standard de diagonal-
izacao de matrizes. A diagonalizacao exacta de sistemas finitos, conjugada
com métodos de extrapolacao, tem vindo a ser cada vez mais importante,
dado o rapido desenvolvimento das capacidades de célculo que tem havido.

¢) Altere o programa de forma a implementar as simetrias de invariancia
para translacoes e de conservacao de N ou S,.

d) Esquematize (ou escreva) um programa que calcule os valores préprios
de energia e os estados do sistema, usando o método de Lanczos.

e) Esquematize (ou escreva) um programa que calcule o valor préprio e
o vector proprio do estado de energia mais baixo de um dado subespaco do
sistema, com uma dada simetria, usando o método de Lanczos modificado.

9. a) Considere uma cadeia de N spins % Mostre que os operadores
definidos pela transformagao de Jordan-Wigner

. n—1 . .
c(n) =7 ijl ST(5)8 (J)S— (TL)
c(n) = §*(n)e "X STDSTH)

sao operadores de fermioes sem spin, i.e. que eles satisfazem as relagoes de
anticomutacao {c(m), c(n)'} = bpn, {cf(m),c'(n)} = 0 e {c(m),c(n)} = 0.
Mostre que se tem cf(n)c(n) = S+ (n)S~(n).

b) Inverta a transformagao dada exprimindo os operadores de spin em
termos dos operadores fermionicos.

10. Considere uma cadeia de N spins %, com condicoes periddicas e in-
teraccoes dadas por

M= ST 3 ASTG)S (G +1)+ 5 ()STG+ 1)+ 570G+ 1)

J=1 J=1

a) Use a transformacdo de Jordan-Wigner para transformar este prob-
lema num problema equivalente para fermioes. Preste atengao as condigoes



fronteira e a paridade de N. Qual é o sub-espago fermiénico correspondente
ao sub-espaco dos spins definido por a magnetizacao total ser nula?

b) Considere o caso .Jj = 0. Diagonalize completamente o problema por
transformacao de Fourier e obtenha a relacao de dispersao.

11. Verifique o teorema da spin-estatistica no caso das equagoes de Klein-
Gordon e de Dirac. Na equacao de Klein-Gordon a densidade de probabil-
idade nao é definida positiva e a densidade de energia é definida positiva.
Na equagao de Dirac a densidade de probabilidade é definida positiva e a
densidade de energia nao é definida positiva. Os operadores de fermices an-
ticomutam e, portanto, em segunda quantificagao, na equacao de Dirac, a
densidade de energia torna-se definida positiva e a densidade de probabili-
dade deixa de o ser, pelo que passa a ser interpretada como densidade de
carga. Na equacao de Klein-Gordon nao surgem mudangas de sinal devido
a comutadores, continuando a densidade de energia a ser definida positiva
e a densidade de probabilidade passa a ser interpretada como densidade de
carga.



