SISTEMAS DE MUITOS CORPOS
Curso de Engenharia Fisica Tecnolégica
Série 0

1. Considere o funcional S = [ dtd*zL(pa, 85;“, %) que depende dos cam-
pos ¢q(Z,t), a = 1,---, M, e das suas primeiras derivadas espaciais e tem-
poral. Mostre que, se os campos ¢, (Z,t) estiverem definidos na superficie
fronteira da regiao de integracao, a condicao de estacionaridade deste fun-

cional é dada por

dentro dessa regiao, sujeito as condicoes fronteira na superficie.

2. Considere uma cadeia de N particulas de massa m distanciadas entre
si de um comprimento a, estando cada uma delas acopladas aos seus vizinhos
mais proximos por molas elasticas de constante k.

a) Escreva o Lagrangeano e as equagoes de movimento deste sistema de
particulas e obtenha o seu Hamiltoniano.

b) Considere o limite continuo @ — 0, e obtenha as densidades La-
grangeana e Hamiltoniana e as equagoes de movimento no continuo.

c¢) Obtenha as equagoes de movimento no continuo e a densidade Hamil-
toniana directamente a partir da densidade Lagrangeana.

d) Mostre que no continuo o espago e o tempo aparecem de uma forma
simétrica, havendo uma separacao entre grau de liberdade e ponto do espaco
onde esse grau de liberdade estd definido.

3. Considere um sistema de N particulas, descritas pelo grau de liberdade
¢;j,j=0,1,---, N—1, com condigoes fronteira periddicas, i.e. ¢j;n = @;. As
particulas estao afastadas entre si de uma distancia a, pelo que a coordenada
da particula j é ; = ja. Defina L = Na.

a) Defina a transformada de Fourier

o= e*igy,
"

indicando os possiveis valores do momento k. Obtenha a férmula de inversao
desta transformada e indique a(s) relagoe(s) de ortogonalidade envolvidaf(s).



b) Considere os limites i) N — 00, a fixo, ii) a — 0, N — oo, com L fixo,
iii) a — 0,L — o0, e obtenha as expressoes da transformacao de Fourier
directa e inversa. Dé exemplos de aplicagao de cada um dos casos obtidos.

c) Ao escrever um programa em FORTRAN como implementa a enu-
meracao de 0,1,---, N — 1 ou, mais geralmente, uma enumeracao que nao
sejade 1 a N?

4. Considere um sistema de particulas de massa m e coordenadas 7
acopladas entre si linearmente de acordo com o potencial

1
V= 5 ZViﬂ?mj

ij

invariante para translaccoes i.e. que satisfaz V;; = V(i — j).

a) Por transformacao de Fourier introduza os modos normais de vibragao.
Obtenha o Lagrangeano, o Hamiltoniano e as equacoes de movimento. Mostre
que o sistema fica completamente desacoplado nas novas variaveis.

b) Obtenha a relagdo de dispersdo w(k). Estude o limite & — 0 e
interprete fisicamente (relacione com o teorema de Goldstone). Sugestao:
2nim; = — (i —ny)> + 07+

¢) Considere o limite continuo a — 0.

5. Considere uma particula em interaccao com um campo electromagnético,
de acordo com o Lagrangeano
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se obtém a equacao de movimento Z—’tr = F, em que 7 = —— ¢ 0 momento
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da particula ¢ F = e(E + I x B) é a forca de Lorentz.



b) Obtenha o Hamiltoniano e verifique que o acoplamento da particula
ao campo electromagnético é do tipo acoplamento minimo i.e. da forma
p— %/T e H — eV. Calcule os paréntesis de Poisson (ou, quanticamente, os
comutadores) de p; — £4;,i = x,y, 2, entre si e com H —eV.

¢) Como consequéncia da definicdo dos campos obtenha as equagoes de

Maxwell sem fontes
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VxE=-—-""
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V- -B=0.

Mostre que potenciais diferindo entre si de uma transformacao de gauge
i.e., relacionados entre si por

A = A+ VA
10A
vi=v--2
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definem os mesmos campos EeB. A que indefinicao do Lagrangeano esta
associada a invariancia de gauge?
d) A densidade Lagrangeana do campo é dada por

1 1 /5 -
Lpy=———F,sF" =_— (E? - B?).
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Mostre que variando os potenciais se obtém as equagoes de Maxwell com

fontes

V.-E= d7tp
V x B = 4—7Tf 108
c c ot
tendo definido p(F) = ed(7 — 7#(t)) e J(F) = ed(t)d(7 — 7#(t)). Verifique que

% 1 v.J=0.
e) Obtenha as equagoes de movimento dos potenciais e a forma que elas

tomam nas gauges de Coulomb e de Lorentz, em que se tem V - A=0

e %%—Y + V - A = 0 respectivamente. Discuta a resolucao destas equacoes

nestas duas gauges e a separacgao dos potenciais e das correntes nas chamadas
componentes transversais e longitudinal.



f) Discuta a introdugao de um termo de escolha de gauge da forma L =
A (aAa

"~ 87 \ 9z

. )2, bem como de um termo de massa do tipo 6L = g (A*A,)°. As
gauges de Lorentz, Feynman e Landau sao dadas por A = 0, 1, 0o, respecti-
vamente.

g) Obtenha a densidade Hamiltoniana.

6. Considere a densidade Lagrangeana

@( L O aw*w> h*

L= 5 —%Vw*-vw—‘/w*w
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a) Mostre que variando os campos (%, t) e 1*(Z,t) se obtém a equagao
de Schrodinger

e R _,
m@t = va v+ Ve
e o seu complexo conjugado.

b) Use o formalismo candénico para obter os momentos I1,(Z, t) e Iy« (%, t)
associados aos campos. Por que razao se obtém condigoes ligando as variaveis
do sistema? Introduza multiplicadores de Lagrange (teoria de Dirac de quan-
tificagao de sistemas com ligagdes) e calcule a densidade Hamiltoniana. Qual
o valor que os multiplicadores de Lagrange devem ter para que as condicoes
de ligacao sejam satisfeitas ao longo do tempo?

c) A equagdo de Schrodinger nao linear pode ser obtida juntando ao
Lagrangeano um termo de interaccao da forma L, = 4(1)*1))*>. Obtenha a
equagao de Schrodinger nao linear.

7. Considere a densidade Lagrangeana

L=1 <ihcv“i — m02> WY
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a) Mostre que variando os campos (7, t) e 1(Z,t) se obtém a equagao
de Dirac

<ihcy“% — mc2> Yv=0

e o seu conjugado Hermitico.



b) Use o formalismo canénico para obter os momentos I1, (7, t) e II5(%, ?)
associados aos campos. Por que razao se obtém condigoes ligando as variaveis
do sistema? Introduza multiplicadores de Lagrange (teoria de Dirac de quan-
tificacao de sistemas com ligagdes) e calcule a densidade Hamiltoniana. Qual
o valor que os multiplicadores de Lagrange devem ter para que as condicoes
de ligacao sejam satisfeitas ao longo do tempo?

c¢) Os modelos de Thirring ou de Luttinger a uma dimensao (espacial), em
que os spinores tém duas componentes apenas, podem ser obtidos juntando
ao Lagrangeano um termo de interaccao da forma L;,; = %(@1#)2, ou da forma
Lint = %(@v“zﬁ)(ﬁ%ﬂ)), em p = 0,1. Obtenha a equa¢ao de movimento dos
campos nestes modelos.

8. Uma particula de Dirac esta acoplada a um campo electromagnético
de acordo com o Lagrangeano
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Obtenha as equagoes de movimento da particula e dos campos.

9. Considere a teoria de Ginzburg-Landau para um superconductor em
que a energia livre de Gibbs é dada por
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1
Gs = Fpo+ GWP + §b‘¢’4 +

em que m* = 2m e* = 2e, pois os electroes estao emparelhados.

a) Minimize esta energia livre, variando a funcao de onda 1) e o potencial
vector f_f, de modo a obter as equacoes que a funcao de onda 1 e o campo
magnético h devem satisfazer.

b) Obtenha também as condigoes fronteira associadas as equagoes da
alinea anterior.

10. Considere o Lagrangeano
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em que T, = g,,x".



a) Obtenha a equacao de Klein-Gordon.
b) Escreva a decomposigao dos campos ¢, ¢* em ondas planas. Obtenha
as expressoes da densidade Hamiltoniana e da densidade de probabilidade

(carga).

11. Considere o Lagrangeano

£t ((1%) - (v¢)2) (2 (1~ cos(a0)

em que A é um parametro, descrevendo uma particula a uma dimensao,
movendo-se num potencial periddico.

Mostre que a sua equacao de movimento é dada pela equacao de sine-
Gordon
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