TRANSICOES DE FASE
Curso de Engenharia Fisica Tecnoldgica
Série 2b

1. Considere o Hamiltoniano efectivo ou de campo médio para a super-
condutividade:

Hepy — mN = D (& — 1) ChoCho — Y (chycly) Ak + Afck ir)
k,o k

a) Escreva as equagoes de movimento dos operadores c_, CLT, acoplados
entre si. Considere o operador v_i; = ugc_x| + vkc,tT. Quais as condigoes
que os coeficientes uy, v, devem satisfazer para que a equagao de movimento
deste operador seja
dy—ry

dt
i. e, seja a equacao de movimento de um operador de destruicao livre?
Compare com as equacoes da teoria variacional de BCS.
b) Proceda de uma forma andloga para os operadores ckT,cik 1 Yk =

i = Bk

URCrt — vkcikl e energia F}.

2. Considere um sistema bosénico ou fermiénico com dois graus de liber-
dade e Hamiltoniano dado por:

H= €1CL];(11 + 62a£a2 — CLJ{CL;A — A%araq

e que pode ser escrito da seguinte forma:

€ —-A a
HZ(aJ{ @)(_i* 1/62><a£>_1/62

em que v = +1 para bosoés e v = —1 para fermioes.
a) Pretendendo-se diagonalizar o Hamiltoniano através da transformacao
de Bogoliubov-Valatin dada por

()= i)

a que condicoes deve satisfazer a matriz U?



b) Resolva o problema da diagonalizacao do Hamiltoniano, obtendo as
energias €1, €2 e a matriz da transformagao U.
. . a
¢) Obtenha a equagao de movimento de % > Mostre que o problema
as
da diagonalizacao desta equacao de movimento conduz aos mesmos resulta-
dos da alinea anterior.

3. a) Defina os operadores Ty = by = c_pcx, Ty = b}, = chc! . Calcule
[T, T;7] = 217, e verifique que os operadores T}, T}, , T satisfazem uma
algebra de spin % Qual o operador que corresponde a identidade?

b) Considere a transformacio U, = ¢57 ~%Tc | em que ¢, = b eivn,
Obtenha o seguinte “disentangling theorem”

U, = eng,jfg;;T,; _ eakT,j(l + ’ak‘2)T,g€,a*T,;

com qy, = tan %‘“ewk.
c¢) Verifique que o vécuo usual |0 > é transformado no estado

|¢k >= Uk|0 >= (Uk + UkT]j)’O >

1 a
em que up = m, Vg = ﬁ

d) Obtenha os operadores 7, = UpciUy ', v_x = Urc_U;*. Compare
com as expressoes da transformacao de Bogoliubov-Valatin para a teoria de
BCS.

e) Se os operadores T;, T, , TP verificassem uma 4lgebra de spin S geral,
este “disentangling theorem” continuaria a ser valido? Dé um argumento
justificando a sua validade. Como faria a sua derivagao, no caso geral?

. . c
4. Considere os spinores v, = ( ckT ) e ¢k = ( Crp C—k| ) Defina
—k|

os operadores T = lr oy, Ty = Ylr iy, T? = ¢k%wk, em que 7t =
+(c! £i0?), sendo 7', com i = 1,2, 3, as matrizes de Pauli usuais.
Mostre que o Hamiltoniano reduzido de BCS toma a forma

Hyea — pN = Z e — 1) (VLT e + 1) + > Viw (Wi ) (WL T Yw)

kK

donde resulta o Hamiltoniano de campo médio

Hepr — nlN = Z (er — )21 + 1) = Y (TF Ay + A'TY)
k



Compare com a teoria de Stoner para o ferromagnetimo no modelo de Hub-
bard.
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5. Considere os operadores definidos por
S = alS%5as

(usando a convencao de soma sobre os indices repetidos) em que os operadores
a!, ag sao operadore criacao e destruicao bosénicos ou fermionicos e
T, as eradores de criagao e de destruigao bos fe

Sap sao as matrizes da representagao S do momentum angular.
a) Use as identidades

[AB,CD] = A[B,C]D — [C, A|BD + CA[B, D] — C[D, A|B

[AB,CD] = A{B,C}D — {C, A}BD + CA{B, D} — C{D, A} B

. [AB,CD] = A[B,C]D — AC|D, B] + [A,C]DB — C[D, A|B

[AB,CD] = A{B,C}D — AC{D, B} + {A,C}DB — C{D, A}B

para verificar que os operadores Sa satisfazem as relacoes de comutacao que
caracterizam os operadores de spin.

A representagao de Schwinger consiste em usarmos operadores bosonicos
e matrizes de Pauli, e a representacao de Abrikosov em usarmos operadores
fermidnicos e matrizes de spin S.

No caso de as matrizes S5 serem de spin %, use a identidade

I _
O'aﬁO'lw == 2(50”/5Hﬂ — 5,15(5,“,
A2
para exprimir o operador S em termos do operador nimero N = al a,.

Ao usarmos estas representacoes o espaco de Hilbert é alargado. Como
sao representados os 25 + 1 estados fisicos?



a
b) Considere os spinores ¢ = < % ) e Y = ( al a, ) e defina os
g
operadores T = @Z)T%d), os quais satisfazem a algebra de spin %
Considere agora os spinores ¢ = ( Zl ) e ol = ( al ab ) e defina os
2

g

2
Verifique que os operadores T' e S comutam entre si. Qual a sua acgao
no espacgo dos estados?

operadores S = 0%, 0s quais satisfazem também a dlgebra de spin %

6. Considere o modelo de Ising a uma dimensao, com interaccoes de
primeiros vizinhos apenas, em que N spins de Ising i.e. variaveis classicas
0; = 1, interactuam entre si de acordo com o Hamiltoniano:

H: —JZUZ‘O'iJrl —HZO'Z

a) Defina a matriz de transferéncia V' de um ponto para o seu vizinho,
com elementos V; ;41 = HlIrointglortoi) Exprima a fungao de partigao
Z = Tre P em termos da matriz de transferéncia. Considere o caso de
haver ou nao condigoes fronteira periddicas.

Este resultado ilustra a equivaléncia entre um problema quantico a d
dimensoes e um problema classico a d + 1 dimensoes, de que a construcao do
integral de caminho é um exemplo.

b) Por diagonalizacdo da matriz de transferéncia calcule a fungao de
particao Z, a magnetizacao M = % < Y,0; > e a fungao de correlacao
Xij =< 0;0; >. Considere condicoes fronteira periddicas e faca H = 0, numa
primeira fase. Considere o limite termodinamico, N — oo.

c¢) Verifique a relagao (teorema da flutuagao-dissipacao)

N
X= 7 =0) [<0i0;>— <0 ><0j>]
aH = J J

entre a susceptibilidade x e a funcao de correlacao x;;.



