TRANSICOES DE FASE
Curso de Engenharia Fisica Tecnoldgica
Série 2

1. a) Obtenha a funcao de particao Z(h), a energia livre de Gibbs F'(h) e
a energia livre de Helmholtz I'(m) de um spin de Ising. Compare a expressao
obtida para a energia livre de Helmholtz com a expressao da entropia de mis-
tura de duas populagoes de spins up e down. Como justifica este resultado?

b) Considere um spin S com n componentes e comprimento S fixo.
Obtenha os primeiros termos do desenvolvimento para pequenos campos (até
ao termo quértico) da fungao de particao Z(h), da energia livre de Gibbs F'(h)
e da energia livre de Helmholtz I'(m). Obtenha os coeficientes necessérios do
desenvolvimento da fungéo de partigdo Z(h) usando argumentos de simetria.
Tente obter uma relacao de recorréncia para os coeficientes da expansao da
fungao de partigao Z(h).

2. a) Obtenha a equagao de movimento de um spin S num campo magnético
H. Escreva as equacgoes das componentes do spin na base esférica.

b) Considere o modelo de Heisenberg ferromagnético, numa rede cibica
simples a d dimensoes. Linearize as equacoes de movimento e obtenha a
relagdo de dispersao w(q) das ondas de spin.

c¢) Considere o modelo de Heisenberg anti-ferromagnético, tratando de
um modo andlogo as magnetizacoes das duas subredes.

3. A transformacao de Holstein-Primakoff estabelece uma correspondéncia
entre os primeiros 2S5 + 1 estados, n =0, - - -, 25, do oscilador harménico e os
estados de um spin S, m = =S5, ---,S. Essa correspondéncia pode ser feita de
forma descendente ou ascendente, conforme se faga m = S—noum =n—S5.
No primeiro caso, a correspondéncia entre operadores é S_ = aly25 =N,
5'+:\/25—N&65’z:S—N, emqueN:dT&.

i) Verifique que sao verificadas as relagoes de comutacao dos operadores
de spin

bem como a relagao
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ii) No limite S — oo temos % — af, jTLS — a, podendo-se tomar

% —~louS—-5,=N , conforme for mais conveniente ou interessante.

iii) Verifique que neste limite as relagoes de comutacao e a relagdo atras
indicada conduzem a relacoes caracteristicas dos operadores bosénicos.

iv) Considere um spin em equilibrio termodinamico a temperatura T, na
presenca de um campo magnético H. Verifique que no limite S — oo definido
em ii) a fungdo de parti¢do, a magnetizacao e as fungdes de correlagao do
spin quantico S tendem para quantidades analogas do oscilador harménico.

v) Estabeleca a relagdo entre os operadores de spin e os do oscilador
harmonico para a correspondéncia ascendente m = n — 5. Parta das ex-
pressoes usuais para a ac¢ao dos operadores S;,S_ e S, nos estados |Sm >
e implemente esta correspondéncia.

vi) Considere o Hamiltoniano de Heisenberg
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para um sistema de spins numa rede de dimensao d. Reescreva o Hamil-
toniano usando a transformacao de Holstein-Primakoff. Considere o limite
S — o0 e obtenha a aproximagao quadratica para o Hamiltoniano. Por trans-
formagao de Fourier obtenha a relacao de dispersao das ondas de spin. De
que modo ¢é que a magnetizacao, a baixas temperaturas, tende para o valor
de saturagao (lei de Bloch)? Qual é, a baixas temperaturas, a contribuigao
dos magnoes para o calor especifico? Analise os resultados em funcao da
dimensao.

4. a) Considere uma cadeia de N spins % Mostre que os operadores
definidos pela transformagcao de Jordan-Wigner
e(n) = ™21 STOTH g ()
. n—1 . .
c'(n) = St (n)e™™" 2a STOSTO)

sao operadores de fermides sem spin, i.e. que eles satisfazem as relagoes de
anticomutagao {c(m),c(n)'} = 6pn, {cf(m),cf(n)} = 0 e {c(m),c(n)} = 0.
Mostre que se tem cf(n)e(n) = S*(n)S~(n).



b) Inverta a transformacao dada exprimindo os operadores de spin em
termos dos operadores fermiénicos.

5. Considere uma cadeia de N spins %, com condigoes periddicas e in-
teraccoes dadas por

H=1J, %(SWJ)S’U +1)+57()S TG+ 1)+ %Sz(j)sz(j +1)

2 j=1 J=1

a) Use a transformacao de Jordan-Wigner para transformar este prob-
lema num problema equivalente para fermides. Preste atencao as condigoes
fronteira e a paridade de N. Qual é o sub-espaco fermiénico correspondente
ao sub-espaco dos spins definido por a magnetizacao total ser nula?

b) Considere o caso Jj = 0. Diagonalize completamente o problema por
transformacao de Fourier e obtenha a relacao de dispersao.

6. A teoria da supercondutividade pode ser obtida fazendo um tratamento
de campo médio. O operador b, = c_i ¢y flutua fracamente em torno da sua
média < by >=< c_g ¢k >. Desprezando termos bilineares nestas flutuacoes
obtemos o Hamiltoniano efectivo

H — /LN = Z(Ek — ,LL)CLUC]W + kavkl [CLTCJLICL <by >4+< bz > C_p | Cirp
ko keok!

— <Dl ><by >]=

= Z(Ek — /L)C;rwckg — Z(AkCJIEJTCT—kL + AZC_lekT—i‘ < bJ]L > Ak)
k,o k

tendo definido Ak = — Zk’ Vk,k’ < bkl >.

Como este Hamiltoniano é bilinear nos operadores de criacao e de de-
strui¢ao pode ser diagonalizado por uma transformacao linear destes oper-
adores. Como o estado k T estd acoplado apenas ao estado —k | basta
trabalhar no sub-espaco destes dois estados apenas. Fazemos entao a trans-
formagao de Bogoliubov-Valatin

= Uik + oYy

CT—kzl = —UJ:WT*UWT—M

onde i1, Y-k sao operadores fermidnicos e os coeficientes uy, vy sao escolhi-
dos de modo a diagonalizar o Hamiltoniano.

3



a) Qual a condicao que uy, vy devem satisfazer para que tanto os oper-
adores ¢y, c_x| como os operadores iy, V—x| sejam operadores fermionicos?
Como seria se fossem operadores bosonicos em vez de operadores fermionicos?

b) Qual a condigao que uy, vy devem satisfazer para que os termos anémalos

- - Pt
desaparegam, i.e. para que os coeficientes de v, | e de Yr1y—x| se anulem?

c) Resolva as equagoes obtidas nas duas alineas anteriores e obtenha
U, Vg -

d) Mostre que o Hamiltoniano diagonalizado toma a forma

H—uN = Ee(vimer + Y v-r0) + D ((er — 1) — B + A < by >)
k k

e indique a expressao de Ej. Indique a expressao da energia de condensacao
da transicao para a fase supercondutora.

¢) Admitindo que os operadores fermionicos g, 7_x; s@o caracteriza-
dos por uma distribuicao de Fermi a temperatura T, mostre que a auto-
consisténcia da solucao obtida, exige, usando as equacoes de definicao de Ay
e de by, que se tenha

M = = Vil - 20(B0)
kl

= =D ViwlAp[l = 2f(Ep)]/2Ey

k/

para o gap de energia, a temperatura 7.



