FISICA da MATERIA CONDENSADA
Mestrado em Engenharia Fisica Tecnologica
Série 4

2. Considere o Hamiltoniano efectivo ou de campo médio para a super-
condutividade:

Hepr — nN = (e, — )k cre — D (chyel A+ Aje_kicry)
k,o k

a) Escreva as equagbes de movimento dos operadores c_|, CZ;T, acoplados
entre si. Considere o operador vy_;| = ugc_i| + UkC};T. Quais as condigoes
que os coeficientes uy, v, devem satisfazer para que a equagao de movimento
deste operador seja

i. e, seja a equacao de movimento de um operador de destruigao livre?
Compare com as equacoes da teoria variacional de BCS.
b) Proceda de uma forma andloga para os operadores ckT,cJﬂk 1 Yk =

URCrt — vkcikl e energia F}.

3. A teoria da supercondutividade pode ser obtida fazendo um tratamento
de campo médio. O operador b, = c_jcy flutua fracamente em torno da sua
média < by >=< c_g ¢k >. Desprezando termos bilineares nestas flutuacoes
obtemos o Hamiltoniano efectivo

H—uN = Z(Ek — IU)CLUC]W + ka’vk' [CJ]LTCJLM <by>4+< b}; > C_g/ | Ckip
k.o k!
— <bl ><by >] =
= Z(Ek — /L)C;rwckg — Z(AkchrcTCT—kl + AZC—kLCkT"i_ < bJIL > Ak)
k,o k
tendo definido A = — >0 Vi < by >.
Como este Hamiltoniano é bilinear nos operadores de criagao e de de-
struicao pode ser diagonalizado por uma transformacao linear destes oper-
adores. Como o estado k T estd acoplado apenas ao estado —k | basta



trabalhar no sub-espaco destes dois estados apenas. Fazemos entao a trans-
formacao de Bogoliubov-Valatin

¥ T
Crkt = Uk T UkY_p
T _ * T
Clpp = —Ukr T URY g
onde i1, Y-k, sao operadores fermidnicos e os coeficientes uy, vy sao escolhi-
dos de modo a diagonalizar o Hamiltoniano.

a) Qual a condigao que uy, v, devem satisfazer para que tanto os oper-
adores ¢y, c_k; como os operadores i, 7—x sejam operadores fermionicos?
Como seria se fossem operadores bosénicos em vez de operadores fermiénicos?

b) Qual a condigao que uy, vy devem satisfazer para que os termos anémalos

- : BT
desaparegam, i.e. para que os coeficientes de v, 7_ ;| € de Yk1y-x| se anulem?

c) Resolva as equagbes obtidas nas duas alineas anteriores e obtenha
UL, Vi -

d) Mostre que o Hamiltoniano diagonalizado toma a forma

H—uN =" Eu(vim + v e o) + Y ((er — 1) — By + Af < by, >)
P P

e indique a expressao de Ej. Indique a expressao da energia de condensacao
da transicao para a fase supercondutora.

¢) Admitindo que os operadores fermidnicos 7g;,7-x; S@o caracteriza-
dos por uma distribuicao de Fermi a temperatura 7T, mostre que a auto-
consisténcia da solucao obtida, exige, usando as equacoes de definicao de Ay
e de by, que se tenha

A = =Y Viwupop[l —2f(Ey)]
o
= - Z Viw B[l = 2f(Ew)]/2Ey

k/

para o gap de energia, a temperatura 7.

c
4. Considere os spinores v, = < CTM > e 1/),1 = ( C};T C_k| > Defina
-k

os operadores T} = w};Tﬂ/Jk, T, = ¢,:T*@/)k, TY = @D};%S@/)k, em que 7t =
(o' £i0?), sendo 7%, com i = 1,2, 3, as matrizes de Pauli usuais.

2
Mostre que o Hamiltoniano reduzido de BCS toma a forma

Hyed — 1N =3 (e — ) (70 + 1) + 3 View (W75 0) (WL 7 )
k

kK



donde resulta o Hamiltoniano de campo médio

Hepr — N =Y (e — p) 2T +1) = > (T A, + AT
k k

Compare com a teoria de Stoner para o ferromagnetimo no modelo de Hub-
bard.
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5. a) Defina os operadores Ty = by = c_pcx, Ty = bl = chc! . Calcule
[T, T;7] = 217, e verifique que os operadores T}, T}, , T satisfazem uma

algebra de spin % Qual o operador que corresponde a identidade?
b) Considere a transformacio U, = e57 ~GTc | em que ¢, = b eivn,
Obtenha o seguinte “disentangling theorem”

U, = eng,ij;;T,; _ eakT,j(l + ’ak‘2)T,g€,a*T,;

com oy, = tan %’“ei‘"k.
c¢) Verifique que o vécuo usual |0 > ¢ transformado no estado

|¢k >= Uk|0 >= (uk + Ulej)’O >

1 a
em que Uy = m, v = ﬁ

d) Obtenha os operadores 7, = UkckUk_l, Yo = Ukc_kUk_l. Compare
com as expressoes da transformacao de Bogoliubov-Valatin para a teoria de
BCS.

e) Se os operadores T}, T, , TY verificassem uma algebra de spin S geral,
este “disentangling theorem” continuaria a ser valido? Dé um argumento
justificando a sua validade. Como faria a sua derivacao, no caso geral?

6. Considere os operadores definidos por

3



(usando a convenc¢ao de soma sobre os indices repetidos) em que os operadores
al,, ag sdo operadores de criacio e de destruigdo bosénicos ou fermiénicos e
Sap sao as matrizes da representagao S do momentum angular.

a) Use as identidades
[AB,CD] = A[B,C|D — [C,A|BD + CA[B, D] — C|D, A]B

[AB,CD] = A{B,C}D — {C, A}BD + CA{B, D} — C{D, A} B

. [AB,CD] = A[B,C|D — AC[D, B] + [A,C]DB — C[D, A|B

[AB,CD] = A{B,C}D — AC{D, B} + {A,C}DB — C{D, A}B

para verificar que os operadores Sa satisfazem as relacoes de comutacao que
caracterizam os operadores de spin.

A representagao de Schwinger consiste em usarmos operadores bosonicos
e matrizes de Pauli, e a representacao de Abrikosov em usarmos operadores
fermiénicos e matrizes de spin S.

No caso de as matrizes S5 serem de spin 1, use a identidade

U(lxﬁafw = 25a,j(sug — (50[55/“,

A2
para exprimir o operador S em termos do operador nimero N = al a,.

Ao usarmos estas representacoes o espago de Hilbert é alargado. Como
sao representados os 25 + 1 estados fisicos?

b) Considere os spinores ¢ = < Z]} ) e i = ( al  a ) e defina os
2

1

operadores T = @/JTgw, os quais satisfazem a algebra de spin 5.

: . a
Considere agora os spinores ¢ = ( a; ) e gl = ( al al ) e defina os

operadores S = @T%gp, os quais satisfazem também a algebra de spin %

Verifique que os operadores T e S comutam entre si. Qual a sua acgao
no espaco dos estados?



