FISICA da MATERIA CONDENSADA
Mestrado em Engenharia Fisica Tecnolégica
Série 2

1. Considere um spin quantico S num campo magnético H, com o Hamil-
toniano H = —HS,.

a) Calcule a funcao de particio Z = Tre ", a magnetizacio M =
< S, > (fungao de Brillouin) e a susceptibilidade longitudinal y,, = g—%.
Obtenha os valores limites para pequenos e grandes campos magnéticos.

b) Particularize para o caso quantico limite S = %

c¢) Considere o limite classico S — oo, H — 0, SH — sh e obtenha as
expressoes da funcdo de particao, da magnetizacao (fungdo de Langevin) e
da susceptibilidade longitudinal.

d) Obtenha directamente os resultados da alinea anterior, considerando
um spin cléssico §, de médulo fixo [3] = s.

e) Faca os graficos de BF = —In-Z-, M ¢ de %25, em funcio de

z
; 25+1 ] 25+10 S BS?>
BHS, para varios valores de S, incluindo o caso limite S — oo.

2. a) Calcule as susceptibilidades transversais x;_, x_4, usando

S_|Sm) = /(S +m)(S —m +1)|Sm — 1) (1)
SilSm) = /(S —m)(S +m +1)|Sm + 1) (2)
ou, alternativamente,
S.S_=(S+8.)(S-S5.+1) (3)
S_S =8 —-8)(S+8S.+1) (4)

para as relacionar com a susceptibilidade longitudinal ...

b) Manipule a expressao da susceptibilidae longitudinal de modo a obter
coth 2 A + Xz + M? = 5(S+1). Compare com (S7 +S57) +((S. — (52))) +
(S.)2=S5(S+1).

c¢) Obtenha as susceptibilidades Xuu, Xay: Xyz € Xyy-

d) Qual o comportamento das susceptibilidades transversais, em fungao
do campo (tome o limite classico).

3. 1) Calcule a funcao de partigao, a magnetizagao < S‘a(t) > e as funcoes

de correlacao < Sa(t)gg(t’ ) > para um spin quantico S, em presenca de
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um campo magnético constante H , € que se encontra em equilibrio ter-
modinamico a temperatura T, sendo S'Ol, com a =0,£1 e @ = —a as com-
ponentes esféricas do spin numa base em que o campo magnético estd na
direccao do eixo dos z. Exprima o resultado em funcao da magnetizacao M
(fungao de Brillouin) e da susceptibilidade longitudinal yo = ‘3—]‘;.

ii) Calcule a susceptibilidade magnética, dada pela teoria da resposta
linear por xas(t —t') = £0(t —t') < [S4(1), S’E(t’)] >.q, € & sua transformada
de Fourier.

iii) Repita este calculo para a func¢ao de correlagdo ordenada no tempo

A ~

< TiSu(t)S5(t) >eq-
iv) Considere o limite classico, h — 0, S — oco. Verifique que se obtém a
funcao de Langevin para a magnetizacao de um spin.

4. Numa transicao de fase os expoentes criticos 3, e d sao definidos pelo
anulamento da magnetizacao com a temperatura M o« (Tg —T)?, para T <
Tc, e da divergéncia da susceptibilidade com a temperatura xy o< [T — T |77,
para campo magnético nulo, i.e. H = 0, e pelo anulamento da magnetizacao
com o campo, M? oc H, para T = T.

a) Usando a equagao de estado A = H + JyM e a equagao constitutiva
M = B(kBAT), do modelo de Heisenberg ferromagnético, determine aqueles

expoentes criticos, obtendo os valores classicos § = %, vy=1ed=3.

b) Verifique que aqueles expoentes sao universais, dependendo apenas do
facto de se ter B(kBAT) = al(kBAT) - ag(k;LT)S + - - -, para pequenos valores do
campo.

5. a) Obtenha a equagao de movimento de um spin S num campo magnético
H. Escreva as equagoes das componentes do spin na base esférica.

b) Considere o modelo de Heisenberg ferromagnético, numa rede ciibica
simples a d dimensoes. Linearize as equacoes de movimento e obtenha a
relagdo de dispersao w(q) das ondas de spin.

c¢) Considere o modelo de Heisenberg antiferromagnético, tratando de um
modo andlogo as magnetizacoes das duas subredes.

6. A transformacao de Holstein-Primakoff estabelece uma correspondéncia
entre os primeiros 25 + 1 estados, n = 0, ---, 2S5, do oscilador harmonico e os
estados de um spin S, m = —S,---, 5. Essa correspondéncia pode ser feita de
forma descendente ou ascendente, conforme se facam =S—noum=n—25.



No primeiro caso, a correspondéncia entre operadores é S_ =alv25 =N,
S, =+v2S—NaeS,=8—N,emque N = ala.

i) Verifique que sao verificadas as relagoes de comutacao dos operadores
de spin

5., 54] = £5.

bem como a relagao

22 A
S =824+ 52+ 82=-(5:5_+5.5,)+52=95(5+1)

5 “mi =E At St 7 .
ii) No limite S — oo temos s 0 ms 4 podendo-se tomar

% —1ouS—S, =N, conforme for mais conveniente ou interessante.

iii) Verifique que neste limite as relagoes de comutagao e a relacao atras
indicada conduzem a relacoes caracteristicas dos operadores bosénicos.

iv) Considere um spin em equilibrio termodinamico a temperatura T, na
presenca de um campo magnético H. Verifique que no limite S — oo definido
em ii) a fungdo de parti¢do, a magnetizacao e as fungoes de correlagao do
spin quantico S tendem para quantidades analogas do oscilador harménico.

v) Estabeleca a relacao entre os operadores de spin e os do oscilador
harménico para a correspondéncia ascendente m = n — S. Parta das ex-
pressoes usuais para a ac¢ao dos operadores Sy, S_ e S, nos estados |Sm >
e implemente esta correspondéncia.

7. Considere o Hamiltoniano de Heisenberg ferromagético, com o Hamil-

toniano ] o
1,7 1

para um sistema de spins numa rede de dimensao d. Reescreva o Hamil-
toniano usando a transformacao de Holstein-Primakoff. Considere o limite
S — oo e obtenha a aproximacao quadratica para o Hamiltoniano. Por trans-
formagao de Fourier obtenha a relacao de dispersao das ondas de spin. De
que modo ¢é que a magnetizacao, a baixas temperaturas, tende para o valor
de saturagao (lei de Bloch)? Qual é, a baixas temperaturas, a contribuigao
dos magnoes para o calor especifico? Analise os resultados em funcao da
dimensao.



8. Considere um sistema bosénico ou fermiénico com dois graus de liber-
dade e Hamiltoniano dado por:

H = elfﬂal + 62a£a2 — aJ{agA — Arasaq

e que pode ser escrito da seguinte forma:

. 1 €1 —A aq .
H_(al a2)<—A* V52><a£> ve

em que v = +1 para bosoés e v = —1 para fermioes.
a) Pretendendo-se diagonalizar o Hamiltoniano através da transformagao
de Bogoliubov-Valatin dada por

()=o)

a que condigoes deve satisfazer a matriz U?
b) Resolva o problema da diagonalizacdo do Hamiltoniano, obtendo as
energias €1, €, e a matriz da transformagao U.

- . ay
¢) Obtenha a equagdo de movimento de + |. Mostre que o problema
a3
da diagonalizacao desta equacao de movimento conduz aos mesmos resulta-
dos da alinea anterior.

9. Considere o Hamiltoniano de Heisenberg antiferromagnético, com o
Hamiltoniano

7-[:|(2]| Z Si-Sj—HZSf
<t,7> 7

para um sistema de spins numa rede de dimensao d, com interagao de primeiros
vizinhos. Reescreva o Hamiltoniano usando a transformacao de Holstein-
Primakoff. Considere o limite S — 0o e obtenha a aproximacao quadratica
para o Hamiltoniano. Por transformacao de Fourier, seguida de uma trans-
formacao de Bogoliubov-Valatin, obtenha a relagao de dispersao das ondas
de spin. De que modo é que a magnetizacao, a baixas temperaturas, tende
para o valor de saturacao? Qual é, a baixas temperaturas, a contribuicao
dos magnoes para o calor especifico? Analise os resultados em funcao da
dimensao.



10. Determine a forma como o valor da magnetizacao, dada pela teoria
de campo médio, é reduzida pelas ondas de spin, tanto no caso do ferro-
magnetismo como no caso do antiferromagnetismo. Analise a dependéncia
na dimensionalidade do espaco e determine a dimensao abaixo da qual o
parametro de ordem ¢é destruido pelas flutuagoes (dimensao critica inferior).

11. Tal como se viu no problema anterior os grupos SU(2) e O(3) tendem,
no limite S — oo, para o grupo de Weyl, caracterizado pelos operadores @, a',
obedecendo a [a,a'] = 1. E um exemplo de “group contraction”. Outro
exemplo é o grupo de Lorentz que tende para o grupo de Galileu no limite
¢ — 00. Indique os geradores do grupo de Lorentz e obtenha as suas relacoes
de comutagao. Mostre que no limite ¢ — 0o se obtém o grupo de Galileu.



