FISICA da MATERIA CONDENSADA
Mestrado em Engenharia Fisica Tecnologica
Série 1

1. Considere uma particula livre sob a accao de um campo magnético
uniforme orientado segundo o eixo dos z. Resolva a equacao de Schrodinger
considerando (a) a gauge de Landau
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e (b) a gauge simétrica
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2. Escreva a equagao de evolugao dos estados [¢(t) >, dum operador
genérico A(t) e da matriz densidade p(t), nas representagoes de Schrodinger,
de Heisenberg e da interaccao. Obtenha igualmente a equagao de evolugao
da média < A >= Trp(t)A(t) e verifique a sua invariancia da representacao
usada.

3. Prove a identidade:
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em que T; é o simbolo do ordenamento cronoldgico e
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¢ o Hamiltoniano da interac¢ao na representacao da interaccao.

4. a) Para um Hamiltoniano nao perturbado da forma
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obtenha os operadores Z;(t) e p;(t), na representacao da interacgao. Calcule
o comutador [Z;(t), p;(t')].

b) Para um Hamiltoniano nao perturbado da forma

Ho = hwod'a,



sendo af, a operadores de criacio e de destruicdo de bosdes ou fermides,
obtenha os operadores a}(t), a;(t), na representacéo da interaccio. Calcule
o comutador [a(t),al(t)].

5. a) Calcule a fungao de particio e as fungoes de correlacio < a(t)a'(t') >
e < a'(t)a(t) > para um sistema bosénico ou fermiénico, de um grau de
liberdade, descrito pelo Hamiltoniano

~

H = hwoa'a

e que se encontra em equilibrio termodinamico a temperatura T.
b) Repita os célculos para T'= 0°K..

6. As matrizes de Pauli satisfazem a identidade
(@.6) (b.6) = ab+i(dxb).c

se todas as componentes de a e b comutarem com as componentes de 7.
Se as componentes de @ comutarem entre si entao @ X @ = 0. Como as
componentes de p comutam, é possivel na auséncia de um campo magnético
escrever a energia cinética de uma particula de spin £ na forma (&.9)° /2m.

No entanto, na presenca de um campo as componentes de p — eA/c nao

comutam entre si. Mostre que
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que da portanto as contribuicoes de spin e orbital numa forma compacta
(obtendo-se gy = 2).

7. Considere os operadores J, = J, +iJ, e J_ = J, —iJ,, onde J,, J,, J,
sdo as componentes do operador momento angular e [jm; > os vectores
préprios de J2, J..

a) Prove que satisfazem as relagoes de comutacao [J?, J,] =0, [J?, J_] =
0, [, .| =hJy, [J,,J_| = =hJ_, [Js,J_| = 2RhJ,.

b) Obtenha as equacoes que exprimem a accao de J; e J_ em |jm; >.

8. No efeito de Zeeman a interagao de um atomo com um campo magnético
h é descrita pelo Hamiltoneano
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sendo a alteracao dos niveis de energia dada por AE = —Mgugh, em que

M=—-J—-J+1,---,+J, up = ;ZC e g é o factor de Landé.
Obtenha a expressao
JJ+1)+S(S+1)—-L(L+1)
2J(J +1)

g=1+
para o factor de Landé.

9. Um sistema quantico magnético é perturbado acoplando-o a um campo
magnético externo, de acordo com o Hamiltoneano

§H = —h(t)- S

Mostre que a alteracao da magnetizacao é dada, na chamada resposta
linear, por

Smlt) = 6 < Su(t) >= ; / Lt < [Su(t), Sult) - (1)) >

em que < --- > representa a média com a matriz densidade. Obtenha a
expressao da susceptibilidade.

10. Considere um spin em interac¢ao com um campo magnético dado por
h= (hy coswt, hy sinwt, hg). Dado que o efeito de um campo magnético sobre
um spin é uma precessao em torno desse campo, € possivel tratar exactamente
este problema passando para um referencial que roda em torno do eixo dos
z com velocidade angular w.

Obtenha a expressao do spinor em funcao do tempo. Admitindo que
estava inicialmente no estado |+ >, vector préprio de S, determine a prob-
abilidade de transi¢ao para o estado |— > e determine quando é que essa
probabilidade é maxima (condigao de ressonancia em ressonancia magnética
nuclear).

11. a) Numa rotacio infinitesimal um vector A transforma-se de acordo
com 0A = d¢pni X A em que d¢ é o angulo infinitesimal de rotagao e 7 o eixo
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da rotacao. Mostre que os geradores L das rotacoes, em coordenadas carte-
sianas, sao portanto representados pelas matrizes L;k = —ic* Verifique
que estas matrizes constituem uma representacao de momento angular com

= 1, verificando que as relagoes de comutacao [L?, L7] = i€’*L* e a relacio
I[? = 2, sao satisfeitas, e verificando que esta é a forma que os operadores
L = 7 x [ tomam na base 1;(7) = z'.

12. Considere dois spins 3.

a) Mostre que os estados de spin total S = 1, com m = —1,0,1 sao
simétricos para a permutacao dos dois spins e que o estado de spin total
S =0, com m = 0, é anti-simétrico.

b) Expresse o operator de troca em termos do operador §; - 5.

13. a) Mostre que as representagoes de spin % das rotacoes podem ser
escritas da forma

iD= =
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em que ¢ sao as matrizes de Pauli e o vector 7 é unitdrio, |7i|*> = 1, usando
(a.6)? = |al*.

b) Mostre que as representagoes de spin 1 das rotagoes podem ser escritas
da forma

e 1L — il 4 cos ¢t — i sin 6. L

em que as componentes de L sdo dadas por Li = —iey, e o vector 7
¢ unitério, i[> = 1. As matrizes 6/l 6+ sio definidas por 8]l = mn,, e
§E = 8 — Ol . Verifique que (7.L)2 = 6* e que (7.L)6+ = i.L.
Particularize para uma rotacao em torno do eixo dos z.
¢) Mostre, usando o resultado da alinea b), que o operador momento
angular J na representacao J tem, em virtude de ser um operador vectorial,
de satisfazer a

=

exp (;ﬁﬂb) jexp (—;ﬁjgb) =n(n.J) — 1 x (1 x j) cos ¢ + 1 X jsingb

verificando que o lado direito da equacao é o vector obtido rodando J em
torno de @ por um angulo ¢.



Verifique explicitamente esta relacao para spin % usando os resultados da
alinea a).

14. Mostre as seguintes relagoes:

a)
_1
oA+B _ A B~ }[AB]

se se verificar

[[Av B],A] = [[A, BLB] =0
b)

a'F(N) = (N = 1)al
af(N —1) = f(N)a
em que a, a' sdo operadores de destruicao e de criacao bosénicos ou fermidénicos
e N =ala.
c)
J_f(J. = 1) = f(J:)J-

em que Jy,J, sao operadores de momentum angular.

15. Demonstre as seguintes identidades, validas para quaisquer oper-
adores:

[A, BC] = [A, B|C — B[C, A]

[A, BC] = {A, BYC — B{C, A}

[AB,C] = A[B,C] — [C, A|B

[AB,C) = A{B,C} — {C,A}B

[AB,CD] = A[B,C|D — [C, A|BD + CA[B, D] — C|D, A|B

[AB,CD] = A{B,C}D — {C, A}BD + CA{B, D} — C{D, A}B
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[AB,CD] = A[B,C|D — AC|D, B] + [A,C|DB — C|D, A|B

[AB,CD] = A{B,C}D — AC{D, B} + {A,C}DB — C{D, A}B

16. a) Mostre que o operador nimero N = Y,  a waw comuta com oS op-
eradores que tenham igual niimero de operadores de criacao e de destruicao.

b) Mostre que o operador S, comuta com os operadores que tenham igual
numero de operadores de subida S e de descida S_.

17. As relagoes de Kramers-Kronig, traduzindo o principio da causalidade,
relacionam a parte real e a parte imaginaria da susceptibilidade de acordo
com:

a=rf_;
ow —w

-/
oW —w T

Utilize a primeira destas relagoes para calcular a parte real da susceptibili-
dade sabendo que a parte imaginéria é dada por:

a) Y (w) = ad(w — wyp),

b) X! (w) = N[f(w — w;) — O(w — wy)] com w; < wy e sendo O(w) = 0, se
w<0eflw)=1,sew>0.

C) XI(W) = (wz,w%%;,yzwz’-

18. a) Mostre que a férmula de inversdo da transformada

/W—WTF

[
oou.) — W T

b) Por transformacao de Fourier escreva estas relagdes no dominio do
tempo.

¢é dada por



19. No método de Lanczos parte-se de um dado estado |0 > e aplica-se
repetidamente o Hamiltoniano, gerando a sequéncia de estados

HIO > = €]0>+aq|l > (1)
HIL> = af|0> +e|l > +as]2 > (2)
HI2> = ab|l > +el2 > +as|3 > (3)

etc, que eventualmente é truncada, fazendo-se a diagonalizacao da matriz
tridiagonal assim obtida, existindo, para isso, métodos especiais. No caso
de haver degenerescéncia de estados, sera necessario recomecar usando um
estado ortogonal ao anteriormente usado.

No método de Lanczos modificado trunca-se logo no segundo estado,
ficando-se assim com a matriz

€ Q7
Fegs = ( aj € )

na base dos estados |0 >, |1 >. Diagonalizando-se esta matriz obtém-se os
estados |0 >, |1 >’. O processo ¢ iterado tomando agora o estado |0 >’ como
o novo estado |0 >.

Obtenha as equagoes necessarias para escrever um programa de computa-
dor para calcular o estado fundamental e a sua energia, usando o método de
Lanczos modificado. A grande vantagem computacional deste método é o
facto de ser preciso guardar em memoria trés vectores apenas.

20. Demonstre que, se o Hamiltoniano H(t) depender de um parametro
A, se verifica:

ou(t,t,) it o~ OH{) -,
- ——h/tidtU(t,t) Ut

em que U(t,t") é o operador de evolugao relativo ao Hamiltoniano H (t).

21. Demonstre as seguintes identidades, validas para dois operadores
quaisquer A e B:

B(\) = eMBe ™M



A
— B+ / dN'[A, B(V)]
0
A2 A3
A
[B,e_)‘A] — / d)\le_()‘_)‘l>A[A, B]e_)\/A
0
Como exemplo, calcule

[, e %] = FaJie 7+



